[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011

Enoncés

Fonction définie par une intégrale

Etude de fonctions définies par une intégrale

Exercice 1 [00531] [correction]

Soit f:x — f0+oo Hfﬁ.

a) Montrer que f est définie sur RT.

b) A Taide du changement de variable u = 1/t, calculer f(0).
¢) Montrer que f est continue est décroissante.
d)

Déterminer lim f.
—+oo

Exercice 2 [00532] [correction]

Soit )
+oo eft:r dt

9(x) :/0 1+

a) Calculer ¢g(0) en réalisant le changement de variable ¢t = 1/u.
b) Etudier les variations de g sur son domaine de définition.
¢) Etudier la limite de g en 4o0.

Exercice 3 [00533] [correction]

Soit
s }_>/7r/2 COStdt
Tz
0 t—f—x

a) Montrer que f est définie, continue sur R™*. Etudier les variations de f.

b) Déterminer les limites de f en 07 et +oo.
c¢) Déterminer un équivalent de f en 07 et +oc.

Exercice 4 [00534] [correction]
a) Justifier que l'intégrale suivante est définie pour tout = > 0

1t1‘—1
f(x):/o e

b) Justifier la continuité de f sur son domaine de définition.
¢) Calculer f(x)+ f(z + 1) pour z > 0.

d) Donner un équivalent de f(z) quand z — 0% et la limite de f en +oo.

Exercice 5 [00535] [correction]

Soit f : R — R définie par
1 g—z(1+%)
= ——dt
1(@) /0 14 ¢2

a) Montrer que f est dérivable sur R et exprimer f'(z).
b) Calculer f(0) et Em f

c¢) On note g application définie par g(z) = f(x?). Montrer

d) Conclure

Exercice 6 [00536] [correction]

Soit f la fonction définie par f(z) = [/* sin® (¢)dt.
a) Montrer que f est définie et positive sur |—1, +oo].

b) Montrer que f est C* et préciser sa monotonie.

¢) Former une relation entre f(xz + 2) et f(x) pour tout x > —1.
d) On pose pour = > 0, ¢(z) = zf(x) f(z — 1).

Montrer que Vz > 0, p(z + 1) = ¢(x). Calculer p(n) pour n € N*.
e) Déterminer un équivalent & f en —17.

Exercice 7 [00537] [correction]

Soit f : oo et gy
oit fraw [(7 e dt.
a) Montrer que f est définie et continue sur RT.

b) Montrer que f est dérivable sur R™ et solution de 'équation différentielle

v
yfy’:i
2/z

Exercice 8 [00538] [correction]

Soit
+oo e—tw
fioo / EPY
o 1+2
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Montrer que f est solution sur R™ de limite nulle en +oco de 1’équation Pour n € N, on pose u,(z) = fé;”l)ﬁ f(z, t)dt.

différentielle 1 a) Montrer que up(z) = (—1)" [ gn(z, u)du avec g, (x,u) qu'on explicitera.
y'+y= o b) Montrer que la série de fonctions de terme général u,, converge uniformément
sur RT.
+oo
¢) On pose U(z) = > un(x). Justifier que U est continue et expliciter U sous la
Exercice 9 [ 00540 ] [correction] n=0

, L
Soit f une application continue de R X [a,b] dans R. forme d'une intégrale convergentei. ,
Expliquer pourquoi f est uniformément continue sur S X [a, b] pour tout segment d) Montrer que U est de classe C" sur ]0, +oo et calculer fio(x)

S de R. e) Expliciter U(z) pour z > 0 puis la valeur de U(0) = [, =2tdt

En déduire que F': z f; f(z,t)dt est continue sur R.

Pour = € R, on pose g(z) = fol e®tdt. A I'aide de la question précédente, étudier la

continuité de g. Retrouver le résultat en calculant g(x). Exercice 13 [00544] [correction]

Soient f: I xR — R et u,v: I — R continues.
Montrer que z — fv(z) f(z,t)dt est continue.

Exercice 10 Centrale MP [ 00541 ] [correction] u(@)

On considere les fonctions f et g définies sur R par :

+oo —T +oo  :
f(z) :/ o dt et g(z) 2/ snt gy Exercice 14 Centrale MP [ 02491 ] [correction]
0 1412 0 r+1 On consideére la fonction suivante I définie par :

Vo € D, I(x) = [/ (sint)® dt.
a) Déterminer le domaine de définition D.

a) Montrer que f et g sont de classe C2 sur RT™* et qu’elles vérifient 1’équation

différentielle
" — 1 b) Montrer que I est de classe C* sur D.
yrvEy ¢) Caleuler I(0), I(1), 1(2), 1(3), I(4).
b) Montrer que f et g sont continues en 0 d) Trouver une relation simple entre I(z + 2) et I(x).

e) Soit n € N*. Que vaut I(n)I(n—1)7
f) Déterminer des équivalents simples de I aux extrémités de D.

¢) En déduire que

+oo ;
t
/ sin gt — ™

) ) Exercice 15 Mines-Ponts MP [ 02878 ] [correction]
Exercice 11 [o0542 ] [correction]

a) Justifier la convergence de l'intégrale I = f0+°° sint .
b) Pour tout « > 0, on pose F'(z) = O+°° @dt.
Déterminer la limite de F' en +o0.

¢) Justifier que F' est dérivable sur |0, +oo[ et calculer F’

d) En admettant la continuité de F' en 0 déterminer la valeur de I.

Exercice 12 [00543 ] [correction]

Pour z € R* et t > 0, on pose f(z,t) = e *!sinct o sinc (lire sinus cardinal) est

sint

+— prolongée par continuité en 0.

la fonction ¢ —

a) Pour quels x de R l'intégrale :

w/2
/ (sint)® dt
0

existe-t-elle 7 Dans ce cas, soit f(x) sa valeur.
b) Montrer que f est de classe C! sur son intervalle de définition.
¢) Que dire de

x= (z+ 1) f(x)f(z+1)?
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Exercice 16 Mines-Ponts MP [ 02871 ] [correction]
On pose f(x) = 0+°° Sg,l(xlt dt.

a) définition de f.

b) Continuité et dérivabilité de f.

¢) Ecrire f(1) comme somme de série.

Exercice 17 Mines-Ponts MP [ 02875 ] [correction]

Soit 2 = {z € C/Rez > —1}. Si 2z € Q, soit f(z fo 1thdt
a) Montrer que f est définie et continue sur Q

b) Donner un équivalent de f(z) quand z tend vers —1.

¢) Donner un équivalent de f(z) quand Rez — +o0.

Exercice 18 Mines-Ponts MP [ 02880 ] [correction]

Montrer que, pour tout x réel positif, f T2

Exercice 19 Mines-Ponts MP [ 02882 ] [correction]

On pose, pour x > 0,
1 [T 1—et®
=— ——dt
/(@) x /0 1+t

Foo arctan(z/t) 4, J e

Exercice 21 Centrale MP [03211] [correction)]

On consideére
+oo ztz
H
v:e / Tred

a) Montrer la définie et la continuité de ¢ sur R.
b) Montrer que ¢ est de classe C! sur R* et montrer que

+oo itx
te
! =1 de¢
7 Z/o L+12

¢) Montrer que pour = > 0,

+oo u
, . ue
= —d
da)=i |

et déterminer un équivalent de ¢'(z) quand x — 0.
d) La fonction ¢ est-elle dérivable en 07

Exercice 22 [03313] [correction]

Montrer que f est de classe C2 sur ]0, +oo[ et trouver des équivalents simples de f Soit

en 0 et en +oo0.

Exercice 20 [00294 ] [correction]
Soient f : I — R une fonction de classe C*° et a € R tels que

fla)=f'(@) == f (@) =0
a) Montrer qu’on a pour tout x € I
Tt
f(z) = /a Wf( )(t)dt

b) En déduire que f(x) = (x — a)*g(z) avec

(@) :/0 (1(;_9)1)]”(“ (a+6(z —a))db

¢) Montrer que g est de classe C™.

1 ™
fiax— f/ cos(zsind) dd
T Jo

a) Montrer que f est définie et de classe C? sur R.

b) Déterminer une équation différentielle linéaire d’ordre 2 dont f est solution.

¢) Montrer que f est développable en série entiére sur R.

d) Exploiter I'équation différentielle précédente pour former ce développement.

Exercice 23 [03324] [correction)]
Pour z > 0, on pose

v t
xTr) =
) /,m V1 + 1222 — 2

a) Montrer que f est définie et continue.
b) Déterminer les limites de f en 07 et +o0.
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Expression de fonctions définies par une intégrale

Exercice 24 [00545 ] [correction]
On considere la fonction

t

-1
t*dt
Int

1
f:z 6}—1,—|—oo[|—>/
0
a) Montrer que f est bien définie.

b) Exprimer f’(z) et en déduire I'expression de f(z).

Exercice 25 [00546] [correction]
a) Justifier 'existence et calculer

“+o0
/ cos(wt)e” ' dt
0

Soit
+oo s
F:x »—>/ %ﬂt)e_tdt
0

b) Justifier que F' est définie et continue sur R. On rappelle

Vu € R, [sinu| < |u

c) Justifier que F' est de classe C! et calculer F'(z).
d) En déduire F(x).

Exercice 26 CCP MP [ o03311] [correction]
Soient a,b deux réels strictement positifs.
a) Justifier 'existence pour tout z € R de

+oo —at _ ,—bt
F(z) = £ -° cos(xt) dt
0 t

b) Justifier que F' est de classe C! sur R et calculer F'(x).
¢) Exprimer F(z)

Exercice 27 [00547] [correction]
On pose

+oo s
Z1T / e(—1Hi)t” g4
0

a) Montrer que z est définie, de classe C! sur R et

-1

2 (x) = mz(x)

b) En déduire l'expression de z(z) sachant

—+oo
/ e dt = ﬁ
0 2

Exercice 28 [00548] [correction)]

(—14iz)t
Onposez:acn—>f0—~_OOC NG

a) Justifier et calculer z(0).

b) Montrer que z est définie, de classe C! sur R et 2/(z) =

¢) En déduire lexpression de z(z).

Exercice 29 [00549 ] [correction)]

dt et on donne f0+oo et dt = T

2

—1

En dérivant la fonction déterminer ’expression de la fonction

+oo 5
g(x) :/ e etrdt

—00

Exercice 30 [00550] [correction)]
Soit F' la fonction définie par :

[T arctan(at)
F(x) —/0 mdt

a) Montrer que F est définie et de classe C! sur R*.
b) Déterminer I'expression de F(z).

¢) Calculer
oo arctan?t
——dt
t2
0

().
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Exercice 31 [o0551 ] [correction]

Soit ) )
In(1+ 2t t
F(a:)Z/ n(l+2tcose +17) g,
0

t

a) Justifier que F est définie et de classe C! sur [0,7/2]

b) Calculer F'(z) sur [0, 7/2]

¢) Donner la valeur de F(0) puis celle de F(x) sachant
too (_1)k—1 -

2
= k 12

Exercice 32 [o00552 ] [correction]

Pour n € N* et & > 0, on pose I,,(z) = [, (1_2_‘&%)".

a) Justifier 'existence de I, (z).

b) Calculer I;(z).

c) Justifier que I,,(x) est de classe C! et exprimer I/, (z).
d) Exprimer I, (z).

Exercice 33 [00553] [correction]
Soit

+oo efwt _ efyt
F(x,y):/ fdt avec z,y > 0
0

Pour y > 0, montrer que x + F(x,y) est de classe C! sur R™* et calculer

OF
%(I7y)

En déduire la valeur de F(z,y).

Exercice 34 Centrale MP [ 00554 ] [correction]
Existence et calcul de

+oo 5
o(x) z/ e " cos(xt)dt
0

Exercice 35 [ 00555 ] [correction]
Ensemble de définition, dérivée et valeur de

o0 242
fo/ 1n1+:ct)dt.
1+41¢2

Exercice 36 [00556] [correction]

Soit F(z) = 7r/2 In(1 + xsin? t) dt sur [0, +oo].

a) Justifier que F est bien définie et continue.

b) Etudier la dérivabilité sur |0, +oo[ et donner I'expression de sa dérivée via le
changement de variable u = tant.

c) Etablir que F(z) = 7(In(1 + 1+ ) —In2).

Exercice 37 [02638] [correction)]

On pose, pour t > 0,
oo 1 —cosx
F(t) = / e ———dx
0 l’
a) Montrer que F' est continue sur [0, 4+o00[ et tend vers 0 en +oo.

b) Montrer que F est deux fois dérivable sur |0, 4+o00[ et calculer F”(t).
¢) En déduire la valeur de F'(0) puis la valeur de I'intégrale convergente

+oo s
S x
dx
0 T

Exercice 38 Centrale MP [ 02486 ] [correction]
On pose

+o0
f(z) :/ Inte " dt
0

a) Préciser le domaine de définition de f.
b) Montrer que f est de classe C! et donner une équation différentielle vérifiée par
I

c¢) Calculer f(1) avec un logiciel de calcul forme et en déduire explicitement f.

d) Retrouver ce résultat par une méthode plus simple.

Exercice 39 Mines-Ponts MP [ 02872 ] [correction]
Pour z € R™, soit
tosint .
f(z) = —e " dt
0 4

a) Justifier la définition de f(x).

b) Montrer que f est classe C! sur RT*.

c) Calculer f(z) si x € R**.

d) Montrer que f est continue en 0. Qu’en déduit-on ?
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Exercice 40 Mines-Ponts MP [ 02873 ] [correction] Fonction Gamma
. + _ +00 s _
Pour tout  réel, on pose f(z) = [)"* %e tdt et glz) = [;° %e tdt.
Existence et calcul de ces deux intégrales. Exercice 46 [ 00557 ] [correction)]

On rappelle que la valeur de I'(1/2) est connue.
En déduire les valeurs de ' (n + %) pour n € N.

Exercice 41 Mines-Ponts MP [ 02874 ] [correction]

Etudier f:z — fol =t dt.
Exercice 47 [00558] [correction)]

Sachant IV(1) = —~, calculer TV(2).

Exercice 42 Mines-Ponts MP [ 02876 ] [correction]
Existence et calcul de

o In(z? + t2)d Exercice 48 [ 00559 ] [correction]
flz) = o 14 ¢2 t Sans calculer I, établir que la fonction I' est convexe.
Exercice 43 Mines-Ponts MP [ 02881 ] [correction] Exercice 49 [ 00560 ] [correction]
Existence et calcul de OQ’T m(ljo%st) dt. Démontrer que la fonction I' est de classe C*° sur ]0, +o0].
Exercice 50 [ 00561 ] [correction]

Exercice 44 [03312] [correction]
a) Montrer que pour tout x > —1

+oo
1 T
In(1 t In2 In(1+1¢ - T—1,—t
/Mdtzimwﬁgmﬂz)f/ In(1+¢) ., F(z)—/o et dt
0 0

a) Démontrer que la fonction I' donnée par

1+ ¢2 2 1+¢2

est définie et continue sur ]0, +oo].
Uln(1 4 4) b) Démontrer que la fonction IT' est de classe C? sur |0, +ool.
/ ———dt ¢) En exploitant 'inégalité de Cauchy Schwarz, établir que la fonction x — InT'(x)
o 1+t est convexe.

b) En déduire la valeur de

Exercice 45 [03323] [correction]

Exercice 51 [00562 ] [correction]
Pour tout z € R, on pose

L’objectif de cet exercice est de calculer
2

F(z) = /0+oo exp ( (t2 + i)) de ') = /;oo In(t)e " dt

a) Montrer que F' est définie et continue sur R.
b) Montrer que F est de classe C! sur ]0, +oo].
¢) Former une équation différentielle vérifiée par F sur ]0, +oo]. "L

0< < > <ee?

a) Montrer que pour tout ¢ € [0,n],

d) En déduire une expression simple de F' sur R.
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b) Etablir que

n ¢ n—1 +o0
lim In(t) (1 - ) dt = / In(t)e " dt
0

n—-+o0o 0 n

¢) Observer que

n n—1 1
1—uw)" -1
/ In(t) (1 — t) dt=Inn —|—/ 7( u) du
0 n 0 u

d) Conclure que I'V(1) = —v ou « désigne la constante d’Euler.

Exercice 52 [02635] [correction]

On rappelle f0+oo et dt = @

Pour z > 0, on pose I'(z) = 0+°° et ldt.

a) Montrer que cette fonction est définie et indéfiniment dérivable sur ]0, +oo].
On étudiera la régularité en se restreignant a = € [a, b] C ]0, +00].

b) Calculer I'(n + 1) pour n € N.

¢) En réalisant le changement de variable t = n + y/n, transformer U'intégrale
D(n+1) en 2o/ [T2 fu(y)dy ot faly) =0 pour y < —/@, 0 < fuly) < e /2
pour —vt <y <0et0< fn(y) < (1+y)e ¥ poury>0ett>1.

d) En appliquant le théoréme de convergence dominée établir la formule de
Stirling : n! ~ v/ 27rn2—:.

Exercice 53 X MP [02952] [correction]
a) Soit a € C avec Re(a) > 0. Donner un équivalent de u,, = a(a +1)...(a + n).
b) Montrer que la fonction T' ne s’annule pas sur {z € C,Rez > 0}.
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Exercice 1 : [énoncé]

a) Posons g(z,t) = ﬁ

V€ R, la fonction t — g(z,t) est définie, continue sur RT et g(z,t) o t% donc
oo

f(x) existe.

b) u + 1/u est un C! difféomorphisme entre RT* et R**.

On peut réaliser le changement de variable t = 1/u qui donne

f+°° dt _ [T wudu

0 1+t3 — Jo 14us”

D +oo _ dt 2 20217 am o
onc 2f( ) 0 Pt \/g arctan \/g 0 = 37\/5 puis f(O) = ﬁ

c) x> g(z,t) est continue sur RY, ¢t — g(z,t) est continue par morceaux sur
[0, +o00[ avec |g(x,t)] < = @(t) et ¢ intégrable sur [0, 4oo[ donc f est
continue.

Si z < y alors Vt € [0,4+00[, g(y,t) < g(z,t) donc f(y) < f(x). Ainsi f est
décroissante.
Rq : On peut aussi montrer f de classe C' mais cela alourdit.

+oo dt 1 [+ du
d) 0< fx) < B4, ., 22 Jo 1+u3x_>_fr000'

1—',-1&3

Exercice 2 : [énoncé]

a) t— H% est intégrable sur R* donc g(0) existe.

u+— 1/u est un C! diffeomorphisme entre R** et RT*.

On peut réaliser le changement de variable t = 1/u qui donne

f+°0 dt  _ 1% udu

o T+~ Jo T

D +oo _dt 2 20117 _ an . 2
onc 29(0) = [i'~ w5 = [\/garctan Ve }0 = 305 buis g(0) = 35

b) La fonction g est paire. Pour 0 < < 2/, on a pour tout ¢ > 0, e~ tr? > o—ta”

donc g est décroissante sur RT.

¢) Pour z > 0, 0 < g(x) < 0+°° ettt = 2 — 0 donc lirf g(z) =0.
Tr—r+00

Exercice 3 : [énoncé]

a) g(z,t) = $3°£ est définie et continue sur RT* x [0, 7/2].

g et % sont définies et continues sur R™* x [0, 7/2] donc (intégration sur
segment) f est de classe C' et

cost

/2
f'(m):—/o ﬁdt<0

t+x)

Ainsi f est décroissante.
b) Quand z — +o0,

dt — 0

)
0<f(x)</0 :

T+t

Quand z — 01

/4 cost \f V2 x4+ m/4
> dt > — [In(¢ A S N Sl
f@> [ B ats P+t = F T o o
c)
1 7T/2 1 71'/2
7/ costdt < f(x) < 7/ costdt
x+m/2 J, z Jo
donc
@),
r—+oco I
On sait : )
VO<t<w/2,1—§t2 <cost <1
donc
T2 oat 1 (T2 edt ™2 dt
-5 < f(z) <
0o t+x 2)y t+=z o t+x
Or 12
i dt 2
/ :lnx+7r/ ~—Inz
et /2 /2
T2 2de i
og/ é/ tdt = C = o(lnx)
0 t+x 0
donc
f(z) ~ —Inzx
z—0
Exercice 4 : [énoncé}
a) La fonction ¢ — 1—+t est définie et continue par morceaux sur |0, 1].
Quand t — 0“‘7 tf;t ~trh =Sl avec -z <1
donc t 1—+t est mtegrable sur 10, 1].

b) Posons g(x,t) = 1+t sur ]0, +oo] x 10, 1].
t +— g(x,t) est continue par morceaux sur |0, 1],
x — g(z,t) est continue sur ]0, +oo].
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a—1

a, |g(xvt)| < t1+t < ¢!

Pour a > 0, pour tout =z > = @4 (t) avec ¢, intégrable

sur 10, 1].
Par domination sur tous segment de ]0, +0o|, on peut affirmer que f est continue
sur ]0, +00l.
o) fl@)+ fle+1) = [y tvtdt =1L,
d) Quand z — 0, f(z +1) — f( ) donc f(x—f— 1) = o(1/x) puis f(x) ~ 1/x.
Quand z — 400, 0 < f(z) < [, “t*=1dt =1 — 0 donc f(ac)T>O
Exercice 5 : [énoncé]
a) Les fonctions
—w(1+t2) )
. ¢ 9 . —x(14t2
g.(&t)»—)wet%.(x,t)ﬁ—e (1+¢%)

sont continues sur R x [0, 1] donc, par intégration sur segment, la fonction f est de

classe C! et .
_/ e—x(1+t2)dt
0

=
&
[

b) On a
Pour x > 0,

donc li =0.
oncigf 0

c) g est de classe C par composition et

1
g (x) =2z f (z%) = —25(3/ e (147 gy
0

On a alors

T 2\ / 1 T
g(z) + < / etht> =2 / e (1) g 4 9¢—" / e dt=0
0 0 0
v 42 1 2.2
e tdt==x e " du
0 0

L’évaluation en 0 permet de conclure.

car

dt > 0 donc

/ e dt =
0

Exercice 6 : [énoncé]
a) t — (sint)® est définie, continue et positive sur |0, 7/2].
Quand ¢ — 0, (sin¢)® ~ t* avec x > —1 donc ¢ — (sint)” est intégrable sur

d) Pour z > 0, fox e~

VT

T—r+00 2

T 9@

10,7/2].
Ainsi f est définie et positive sur |—1, +00[
b) Soit a > —1.
gg (z,t) = In(sint)(sin t)z est définie continue en z et continue par morceaux en ¢

sur [a, +o00[ x ]0,7/2] (9: t)‘ < |In(sint)(sint)®*| = ¢(t) avec ¢ est intégrable
sur ]0,7/2] car pour « tel que —a < a < 1, t%(t) ~ t*T* [In(t)| — 0. Par
domination sur tout segment, f est C! sur |—1, +oo[ et

() = fow/g In(sint)(sint)*d¢ < 0. Ainsi f est décroissante.

¢) fx+2) = [ (sint)®(1 — cos? t)dt = f(x) — [% cost 2/2 - L f=+2)
donc f(z+2) = % (z).
d) plz+1)=(@+Dfz+1)f(x) =af(z—1)f(z) = p(z).

o(1) = f(0)f(1) = 7/2 donc ¥n € N, p(n) = m/2.

e) ¢ est continue et quand z — 0, p(x) = p(1+z) = (1)

Quand z — 0, f(z) — f(0) = 7/2 donc quand = — —1, f(z) = 7(rrl()a:f+(il-l) ril.
Rq : En fait on peut montrer que ¢ est une fonction constante.

=/2.

Exercice 7 : [enonce]
a) g: (z,t) — T - t2 est définie continue en z et continue par morceaux en ¢ sur
R* x [0, +oo[ avec
1
t = p(t
l9(a. )] < g5 = (1)

et ¢ intégrable sur [0, +o0].

Par domination, on peut affirmer que f est définie et continue sur RT.

b) % existe et est continue en z et continue par morceaux en ¢ sur RT™ x
Pour z € [a,+00[ (avec a > 0) on a

[0, +o0l.

avec 1) intégrable sur RT.



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011

Corrections 10

Par domination sur tout segment, on peut affirmer que f est de classe C' sur

10, +00[ avec
+oo 42 —xt?
, t“e
S e
fle) /o 142

Enfin,

Exercice 8 : [énoncé]
—f,.’c 2 tx

F:(ta) = S, 95 0 (o) = —t$z et 5 ¢ (t,2) — 12 ¢ sont définies et
continues sur R x R™. Sur R* x [a, +oo| (avec a > 0) ces fonctions sont
dominées par ¢(t) = e~ intégrable sur RY.
Par suite f est de classe C2 sur RT™* et

+ tx + tx
F'(@) + fz) = [T P mdt+ [ Oo?+t2dt

+00 e~ ” +oo etz
f@)] < fg Fmdt < g dt=1 0.

—tx

+OO —t;r dt =

Exercice 9 : [énoncé]

S X [a,b] est compact et toute fonction continue sur un compact y est
uniformément continue.

Etudions la continuité de F' en « € R et considérons S = [a — 1, a + 1].
Ve > 0,3n > 0,V(x,t), (a',t') € S x [a,b],||(z,t) — (2/, )|, <=
[f(z,t) = f(@', t)[ <€

Donc pour |z — a| <7, on a |F(z) — F(a)] < fabsdt =e(b—
continue en «.

(z,t) — e est continue par opérations donc g 'est aussi par intégration sur un
segment.

Pour z # 0, g(z)

a). Ainsi F est

= elT_l et g(0) = 1. Sans difficultés g est continue sur R.

Exercice 10 : [énoncé]

a) Posons
—xt

e
T,t

fa,t) = 1+

Les fonctions f , I o —f existent et sont continues sur R™ x R.

Sur [a, +0o0], on a les domlnatlons

or
ox

thfat

1+t2

tefat 2f

Les fonctions dominantes étant intégrables, on peut affirmer que f est de classe C?

et +oo 42, —xt
1! o t efw
= d¢
@) /0 112
On a alors
“+o0
f@)+ @)= [ o=
0
Posons .
N(x t) _ sint
glz,t) = PR

~ 2~
Les fonctions g, % et % existent et sont continues sur RT™ x R.

La fonction z +— f0+oo g(x,t)dt est bien définie sur RT (intégrale convergente via
intégration par parties)

Sur [a,+o0o[, on a les dominations

1
(a+1)?

2
(a+1t)3

d%g

dg
- <
Oz (=, t)‘ =

Les fonctions dominantes étant intégrables, on peut affirmer que g est de classe C?

et .
°° 2sint
"
) = —dt
9" (x) /0 EFTE
Par une intégration par parties

sint ]t T cost T cost 1
7, th wrmec) wrmesioe
0

(x+t T+t x+1)? x

9" (z) = [—

b) Pour z € RT,

|f(z, )] < o

donc f est définie et continue sur R¥.

T rsint L sint T xsint
—qg(0) = — ——dt = 7dt+/ —dt
9(x) = 9(0) /0 tx 1 1) x/o tz+1) Ltz

‘ /1 sint ’ /1 dt
T ——dt| <z
o tx+1) o (z+1)

T rsint oo g
T Gt <a [ S =0
1ttt 1t

mais

=zln(z+1)—zlnz —0
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donc g est continue en 0.

¢) On a
+oo 1
\f(a;)|</ At =L g
0 xr T—+oo
et
o0 : +o00 .
2 t 1 2 t
@< [ Zsintl g, L sintl 4 0
0 (l‘ + t)3 X 0 t2 T—+00
donc )
"
=—— — 0
g(z) = - —¢"(e) ——

Ainsi f— g +—> 0 ce qui permet via résolution de 1’équation différentielle de
oo

conclure
f=g
On en déduit g(0) = f(0) i.e.
/ too sint sint ™
ot 2
Exercice 11 : [énoncé]

fm Smtdt foﬂ' Sl?tdt‘i‘f: Si?tdt fo Sl?tdt—F[ LSt] _fm Costdt

Or [—%St]ﬂ — [T <5tdt admet — [ <5td¢ pour limite quand x — 400 car
cette derniere intégrale est bien définie. Cela permet de conclure a la convergence

de I = f+oo mntdt
b) Puisque V¢ > 0, [sint| <

- ——0.
T—+00

¢) En application des théorémes classiques, F' est C sur tout [a +oo[ C
donc F est C! sur |0, +oo] et F'(x) = +°O e sin(t)dt = 1+x2
d) F(z) = —arctanz + C* sur |0, +oo[ et puisque hm F( ) =0,

t,ona |F(z)] < O+°O e %tdt =

10, +o00]

F(x) = § — arctanz. Par continuité en 0, I = 7.

Exercice 12 : [énoncé]

a) On réalise le changement de variable t = u 4 nm :

up(z) = (=1)" foﬂ e_”(“"‘"”)jf—nfrdu. Ici gn(z,u) = e_”(“*‘"”)usf—nfr.

b) Pour tout z € R et tout u € [0, 7], gn(z,u) =0 et gni1(z,u) < gn(z,u) donc
un(x) —_ (_ T du 1

)™ [un ()] avec (Jun(z)|) décroissante. De plus |un,(z)| < [; o2 = -
(pour n € N*) donc |u,(z)| — 0. Par application du critére spécial, la série
noo

Corrections 11
+oo
> up(x) converge et | Y. wup(z)| < |unta(z)| < n+1 — 0 ce qui donne la
n=0 k=n+1
convergence uniforme de la série de fonctions Y wy,.

n=0

¢) Comme somme d’une série uniformément convergente de fonctions continues
sur RT, la fonction U est continue sur R*. De plus U(z) = +°° e~ sl qs avec
cette mtegrale qui est définie quand z > 0 et il est connu qu elle est convergente
quand z = 0.
d) En application des théorémes classiques, U est C! sur tout [a, +-o0[ C
donc U est C! sur |0, +o0] et U'(z) = +°° e sin(t)dt =

e) En primitivant U(z) = C' — arctan x sur 10, +o0[. Or
U(z)] < [ e *dt = L ——— 0 donc C = m/2.

r——+00

f+00 smtdt

10, 400

=1
1422°

Par continuité en 0, U(0) = 5

Exercice 13 : [énoncé]
Réalisons le changement de Variable t= u( )+ 0(v(z) —u(x)) :

o8 fla,tydt = (u() — u(@) fy £, u(@) +0(u(z) —u(z)d8 or

(z,0) — f(z,u(z) + ( (a:) - u(x)) est contlnue sur I x R done

T — fol flz,u(x) 4+ 0(v(z) — u(z))dl est aussi continue puis enfin la fonction
étudiée.

Exercice 14 : [énoncé]
a) Pour x > 0, I(x) est définie comme intégrale d’une fonction continue sur un
segment.

Pour z < 0, I(x) est une intégrale généralisée en 0T avec (sint)” ~

Cette derniere converge si, et seulement si, —z < 1.

Ainsi D =]-1, +o0|.

b) Posons f : (z, t) (sint)® = exp(z In(sint)).

Pour tout k € N, 24 (z,t) = (In(sint))" (sint)*.

gif est continue sur D x |0, 7/2] et pour tout a > —1,
Sk, <

Par domination sur tout compact, on peut affirmer que I est de classe C* sur D.

c¢) On définit la fonction I qu’on appellera J pour éviter une confusion avec le i de

Maple

In(sin t)|* (sint)® pour tout z > a.

J:=x->int (sin(t) "x,t=0..Pi/2);
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Puis on calcule les valeurs demandées

seq(J(k) ,k=0..4);

d) Par intégration par parties I(z + 2) = 21;]( x).
e) Regardons les premiers termes

seq(J(n)*J(n-1),n=1..10);

On présume I,,I, 1 = 5~ ce que l'on établit par récurrence.

f) Puisque I(z) = Z2](x +2), quand z — —17F, I(2) ~ 2-1(1) =

us
z+1 z+1 2(z+1) "

Pour obtenir un équivalent de I(x) quand x — +o00, commengcons par étudier I(n).

La fonction I est décroissante et positive donc I(n+1) < I(n) < I(n — 1) puis

2(n+1)<l( n)? < 5 et enfin I(n) ~ \/g

Puisque I(n+ 1) ~ I(n) et I monotone, on a I(x) ~ I(|z]) et on en déduit
Tr—r+00

@) ~ V3

Exercice 15 : [énoncé]

a) L’intégrale converge pour x > —1 car (sint)” oy L
N

ot™""

b) Par domination sur [a, +oo[ pour tout a > —1, on obtient f de classe C! avec
F(z) = [T In(sint)(sint)® dt <0,

c¢) Posons p(2) = (x + 1) f(z) f(x + 1).

Une intégration par parties classique (cf. intégrales de Wallis) donne
pla+1) = p(a).

Montrons que cette fonction est constante.

Soit a € ]—1,0[, ¢(a+n) = ¢(a).

En posant p = E(a), la décroissance de f donne

pla) =pla+n) <(a+n+1)f(p+n)flp+n+1)

Or (a+n+Df(p+n)flp+n+1) = FHEEgem +p) = 5oae0) ——
De fagon semblable, p(a) peut étre minorée par une suite de limite ¢(0).
On peut donc affirmer que ¢ est constante.

©(0).

[énoncé]
a) Pour z € R, t Sm(mt)

0 (7%) donc f(x) est bien définie.

Exercice 16 :
sin(zt) _ O(l)

est continue par morceaux sur |0, +00[, “r—7
€ t—0

t)
et sin(z —
ef—1 4 4o

sm(:ct)

b) g(x,t) = . g admet une derlvee partielle 2 52 avec gq (z,t) =

x gg (z,t) est contlnue sur R, ¢t — a 9 (z,t) est continue par morceaux sur

10, +oo[
Enfin

Par dommatlon, on peut affirmer que f est de classe C!, a fortiori continue et
dérivable.

(x t)‘ < o5 = ¢(t) avec ¢ intégrable sur ]0, 400

+oo
>~ e7" et la majoration sin(t)
n=1
d’appliquer le théoréme de sommation terme a terme et de conclure

+oo
f) =3+

n=1

¢) La décomposition < t permettent

1 _
et—1

Exercice 17 : [énoncé]
a) Pour a > —1, on note ),
t— 1

={z € C/Re(z) > a}

- est continue par morceaux sur ]0,1], z — 17

= ¢(t) avec @ intégrable sur }O, 1] donc f est définie et

z € Qav 1+t‘ <R
continue sur €.

b) f(@) + flz+1) = etf(w+1)—>f()don6f(w) ~ T

z——1 T+1

) Par intégration par parties : (z 4+ 1)f(z) = 2 + f ! i:)g dt et
1 | Re(z)+1
‘ (1—&-t)2 fO t o) dt < Re(z)+2 — 0.

Exercice 18 [énoncé]
Posons f(z f0+oo amtlafg Y T, fonction f est définie sur RT.

+oo t
)= Jo " e &
) EZHE) — @-D+)

1+t2 +oo _  In=z
2412 0

Par domlnatlon, f est de classe C! et f'(z) =

Apres décomposition, pour x # 1

Donc f(z) = —* [%ln

z2—1

t
@D @)

=1
Puisque f(0) = 0, on obtient la relation proposée.

Exercice 19 : [énoncé]
La fonction f est bien définie sur |0, +oo[ et xf(x) = § — 0+OO % dt

—tx
Par domination sur tout compact, on obtient g : x +— 2 f(z) — § = — 0+OO e

de classe C? sur )0, +oo[ donc f aussi.

= cos(xt).

; est continue sur Q et pour

= @1 qui se prolonge par continuité pour

dt



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011

Corrections 13

Quand z — 400, 0 < 0+oo i’:; dt < 0+°° —trdt = 1 - donc zf(x) — F puis
flx) ~ 55

Etudions maintenant f(z) quand x — 0F.

Par le changement de variable u = tz,

f(z) :f0+°° 12iu2 du = +°O PR L—e"" qu avec ¢ : u o

Par intégration par partlcs

f(x) = [3In(a? +u2)ga(u)](—;oo z 0 FIn(x? + u?)¢' (u) du.

Pour z €0, 1], (x2+u2)‘ ‘ln ’—I—‘ln +u )‘

u (JIn(u?)| + |In(1 4 u?)|) ¢’ (u) est intégrable sur ]0, +oo[ car ¢ peut étre
prolongée par continuité en 0 (en fait ¢ peut-étre prolongée en une fonction

développable en série entiére en 0) et ¢’ (u) ~ % quand u — +00.
Par suite, quand z — 07, f(z) =Ilnz + O(1) ~ Inz.

Exercice 20 : [énoncé]
a) On applique la formule de Taylor reste-intégrale & f en a.
b) On réalise le changement de variable : t = a + 0(z — a).

¢) Posons
_ a—1
n(e.0) = T 1o+ 00— )
Pour tout k € N,
oFh —f)t
G 0:0) = (o o= P 0+ 0 — )

est définie et continue sur I x [0, 1].
Par intégration sur un segment g est de classe C*°.

Exercice 21 : [énoncé]
a) Posons f: R x R — R définie par

itx

e
t) = ——
La fonction f est définie et continue sur R2.
Pour tout (z,t) € R?, on a
70 < g = ()
)| € —— =
’ 1+¢2

avec 1 intégrable sur [0, +o00].

On en déduit que ¢ est définie et continue sur R.
b) Par intégration par parties
11 [T 2teite

-+ = BT
W) =-ntn ) Gree

+oo 2teztz
— dt
v / (1+ t2

La fonction

est de classe C! sur R en vertu de la domination

O (e \|_ 2w 2
dx \(1+82)2 )| 1+ S 1+

On en déduit que ¢ est de classe C! sur R* avec

1 1 +oo 2teitz 1 +oo QtZeita:
dt
0

@)= ——— [ 2 a2
¢ (@) iz?  ax? J,  (1+12)2 7 (1412)2

Or par intégration par parties

/+OO 2teitr eitm +oo iy /+OO eitm &
= [— 1T —F
o (1+41t2)2 1+t2], o 1+1t2

1 +oo eitz 1 +oo 2t2€itz 1 +oo t2 -1 )
/ — —— dt / dtzf/ 1tzdt
¢ (@) x/o et ), axep vy A+t

Enfin, une derniere intégration par parties donne

1 2t . o2t
/ it - lf’I‘
o)== |-—= + dt
(.Z‘) |: 1 t2 [§ :l . (3 /0 1 t2

et la relation voulue. ..
c) Par le changement de variable u = tx, on obtient I’expression proposée.
On peut décomposer

1 iu +oo iU
, ) ue ue
= ———=d ———=d
©'(z) Z/0 22 + u2 u+/1 2 + u? u

D’une part, par intégration par parties

oo et et 17T too g2 g2
s e W= | 55 - 522 du
1 24w 2 +u? |, 1 (224 u?)
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avec

)

22+ u?

uet +oo ol
= —
1 224+ 1 z—o0+

</+°° u? — 2? du — 1
S (@2 4 u?)? I

+oo J£2 7u2 i
o5 © du
1 (22 + u?)

D’autre part
1 iu 1 1 iu
ue u u(e™ —1)
/ x2+u2du:/ x2+u2du+/ r? + u? du
0 0 0

avec
! U 1 9 9 !
A m du = |:2 h’l(x +u ):| . $:0+ lnx
et . ) oy
w1 e —1
[
0 T¢+u 0 u
Au final

¢'(x)=ilnz+o(lnz)+O(1) ~ ilnz

z—0*t
d) En vertu de ce qui précede

Im(¢'(x)) o~ Inz — —oc0

On en déduit que la fonction réelle /mp.cpgedupuydelome.fr n’est pas dérivable
en 0, il en est a fortiori de méme de ¢.

Exercice 22 : [énoncé]
a) Posons u : R x [0, 7] — R la fonction définie par

u(x,t) = cos(xsin b)

Puisque pour chaque = € R, lapplication ¢ — wu(x,t) est définie et continue par
morceaux sur [0, 7], la fonction f est bien définie.
La fonction v admet des dérivées partielles

ou 0%u

—(z,t) = —sinf@sin(zsin ) et — (x,t) = —sin? 6 cos(z sin O

(@) (w5inb) et S (1) (5in0)
et ces derniéres sont continues sur R x [0, 7] donc, par intégration sur un segment,
la fonction f est de classe C? avec

s ™

fl(x) = —l/ sin f cos(z sin6) df et f"(z) = —l/ sin? 6 cos(z sin 6) dé
0 0

b) On remarque

'(z) = 711_/; (cos?# — 1) cos(x sin #) d6

et donc
T

x(f"(z) + f(x)) :/ cos 6. (cos 0 cos(z sin 6)) do

0
Par intégration par parties, on obtient

z(f"(z) + f(z)) = = f'(2)

On en déduit que f est solution de I’équation différentielle linéaire d’ordre 2
2y (z) +y'(z) + zy(z) = 0

c¢) Pour tout = € R, on peut écrire

m +o0 (7

T :l Dl sin 0)%" g
=7 [ 3 oo

. . 2n
Puisque la série ) é—n), est convergente, un argument de convergence normale
permet une intégration terme a terme et donc

T n
flz) = nz:%anx% avec a, = ((2_”1))% /0 (sin§)*" d@

d) Nous pourrions calculer l'intégrale définissant a,, car ¢’est une intégrale de
Wallis, mais puisqu’on nous demande d’exploiter I’équation différentielle. . .
Pour tout x € R, par dérivation d’une série entiere

+00 oo
f(z) = Z (2n + 2)an 1 2*" et f(x) = Z (2n +2)(2n + 1)ay, 122"

n=0 n=0
L’équation = f"(z) + f'(z) + zf(x) = 0 donne alors

“+o0
Z ((Qn + 2)2an+1 + an) 22t =0

n=0
Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiere de rayon de
convergence > 0, on obtient
(2n + 2)2an+1 +a, =0
Sachant ay = 1, on conclut
(="

n = gan ()2
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Exercice 23 : [énoncé]
a) Par le changement de variable ¢t = uz (bijection de classe C!) on obtient

du
1 V1 F 22u2V1 — 2

]—1,1] — R définie par

Posons ¢ : ]0, +oo[ x

1
T,u) =
gla,u) V1+ 22021 — u?
La fonction g est continue sur |0, +oo[ x |—1,1] et
1
9(z,u)| € /== = ¢(u)

SV w2

avec ¢ intégrable sur |—1, 1.

On en déduit que f est définie et continue sur ]0, +o0[.

b) Soit (z,,) une suite d’élément de ]0, +oo[ divergeant vers +oc.
On a

f(an) = / ) du avee () = gl 0)

Les fonctions f,, sont continues par morceaux et convergent simplement vers
foo i w0 elle-méme continue par morceaux. Puisque |f,| < ¢ avec ¢ intégrable,
on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et affirmer

fla Hm/foc -

Par la caractérisation séquentielle des limites, on obtient

Une étude semblable donne aussi

1
= [arcsinu] | =7

o |

Exercice 24 : [énoncé]
a) t — =11 est définie et continue sur ]0, 1[.

Quand t — 07, pour —z <y < 1, V=17 ~ th — 0.
Quand t — 17, posons h =1—¢ — 0T, lnitz = n(lh—h)(l —h)* = 1.

Donc f est bien définie.

b) g(z,t) = =te”!™ est définie et continue sur ]—1, +o00[ x ]0, 1.
99 (2,t) = (t — 1)e”™* est définie sur ]—1, +o0[ x ]0, 1[.
t— 89 9 (x,t) est continue par morceaux sur ]0, 1],

x> g (z,t) est continue sur |—1, +ool.

Pour a > —1, on a

dg

Va > a, 8x(x t)‘ < (1 =)t = pu(t)

avec , continue par morceaux et intégrable.
Par domination sur tout segment, on peut affirmer que f est de classe C' sur
]-1, 400 et

, ! 1 1
f(x):/() (= Dfdt = s — g
d’ou 42
f(a:)zlnw+1 +C
Etudions C = lim f(x).
La fonction t — m peut étre prolongée par continuité sur [0, 1], elle y est donc

bornée par un certain M et alors

0

1
ng(x)g/ Mt* dx = —_
0 r+1 z—+oo

On en déduit C' = 0.

Exercice 25 : [énoncé]
a) cos(zt)et = Re(el~1H:0)t) et |el-1Hi0)t| = o=t

Par suite f0+°o —tdt existe et

+o0 +oo . 1 1
/ cos(zt)e "dt = Re (/ e(lﬂ'm)tdt) =Re ( , ) = 5
0 0 1—ix I+z

b) g(z,t) = $22Le~" est définie et continue sur R x ]0, +o00].

t — g(x,t) est continue par morceaux sur )0, +oo[, z — g(z,t) est continue sur R
et pour tout a > 0, Vz € [—a, a], |g(z,t)| < |z|e™" < ae™ = ¢, (t) avec ¢,
intégrable sur R™* donc par dommatlon sur tout segment F' est continue sur R.
c) gg est définie sur R x |0, +o00[, t — (gc t) est continue par morceaux sur

10, +00[, x gm (z,t) est continue sur R et pour tout a > 0,

qui est intégrable sur RT.

cos(zt)e
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ax (x,t) ’ = \COS rt.e”t| = et = () avec ¢ intégrable sur R** donc F est C! sur ce qui définit une fonction de classe C' intégrable ainsi que sa dérivée sur |0, +ool.
& Fila f (wt)e—tdt = Par intégration par parties généralisée justifiée par deux convergences

avec o cos(xt) T +w2
d) F(0)=0 donc F(z) = arctan x. +o0 1 1 [t

P(t) cos(at) dt = = [oh(t) sin(xt)] > — = ' (t) cos(xt) dt
0 € T Jo

Exercice 26 : [énoncé] et donc
On définit f: R x 10, —-R Foo 1 [t

n denni f ] +OO[ par ’L/}(t)COS(.’L't)dt’ < 7/ W’(t)\ dt = 0

o—at _ o—bt 0 T Jo
f(z,t) = - cos(at) On peut conclure

a) Pour z € R, la fonction ¢ — f(x,t) est définie et continue par morceaux sur

10, +o0].

Quand t — 400, t2f(x,t) — 0 et quand t — 0T, f(x,t) — b—a donc t +— f(x,t)

est intégrable sur ]0, +oo].
b) Pour x € R, la fonction ¢t — f(z,t) est dérivable et

z,y) = (e7% — ™) sin(xt)

La fonction % est continue sur R x ]0, +o0[ et

avec ¢ fonction intégrable.
On en déduit que F est de classe C! sur R et

+oo
F'(z) = /0 (et — e~ sin(at) dt

400 “+ o0 )
/ e “ sin(xt) dt = Im (/ elmetio)t dt) =
0 0

donc
T T

22 4+b02  z2+ a2

1 b?
F(z) = iln (;621_) + Cte

F'(z) =
¢) On en déduit

Pour déterminer la constante, on étudie la limite de F' en +o0o. Posons

T

c? + z2

o= b (228)

2 + a?

Exercice 27 : [énoncé]

a) t — g(x,t) = eI+ est définie et continue par morceaux sur [0, +ool,
t— ag (;v, t) = it2e(~1+0)!" et définie et continue par morceaux sur [0, +oo],
x ar 99 (2,t) est continue sur R,

9g
ox

classe C! et

(z, t)‘ < t2e" = (t) qui est intégrable sur [0, 4+o0o[ donc z existe, est de

+oo . —14iz)t? _
2 (x) = [, it?el- 1)t dtip—p—2(z1+i)z(x).
b)

-1 —z+i B T + )
2 +i)  2@x2+1) 2@2+1)  2@2+1)
donc van )2
arctanx Cel arctan
Puisque z(0) = \2F’ on conclut
ﬁei(arctanx)/Q

2@ = Sy

Exercice 28 : [énoncé]
a) On réalise le changement de variable u = v/t. On obtient z(0) = /7.

b) e glz,t) = <

t— ((E t) = i./te(~ 1)t est définie et continue par morceaux sur |0, +-00],

est définie et continue par morceaux sur |0, +oo],

x g (z,t) est continue sur R,
x
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(t) qui est intégrable sur ]0, +o0[ donc z existe, est de

%(xat)' < \/%eit =¥

classe C! et

= y -1 )t +00 o(—1+i. J:)t . 1
Zx) = [ itel T dtlpp . m) J e e ),

-1 __ _—a+i
©) 2(x+i) 2(w§+21) = _2($2+1) + 2($2+1) dqnc

z(z) = Cexp (i2ne — Lin(z? + 1)) :%
i(arctan x)/
Puisque z(0) = /7, on conclut z(z) = \f(cTt)le
Exercice 29 : [énoncé]
Posons
2 .
f(.’l?,t) — e—t ezt:c

La fonction ¢t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R et donc la
fonction g est définie sur R.
La fonction = — f(x,t) est dérivable et

of
Ox

(z,t) = ite ! eite

La fonction ¢ — f ~(t,x) est continue par morceaux, la fonction z gf (z,t) est

continue et
‘ af 2

2 (wt)| < 1 = pt0)

avec ¢ intégrable sur R indépendant de x.
On en déduit que la fonction g est de classe C! et par une intégration par parties

+oo 2 . Z 2 . oo +oo 2
J () :/ ite”" e dt = [—e_t em} —/ ze e dt

—00 2 — 00 —o0
On en déduit que g est solution de I’équation différentielle

g'(x) +zg(x) =0
Apres résolution de cette équation différentielle
—z2/2
g(z) = Ae

Enfin ¢(0) = /7 donne A = /7.

Exercice 30 : [énoncé]
a) Posons
arctan(zt)

t =
est définie sur [0, +o00[ % ]0, +00],
t — f(x,t) est intégrable sur ]0, +oo| car prolongeable par continuité en 0 et égale
aun O(1/t3) en +oo. Ainsi F est définie sur RT

of 1
9zt = (14 222)(1 + 2)

est définie sur [0, +o0[ x ]0, +00],

t— f (1) est continue par morceaux sur |0, +-o0o[ et  — %(m, t) est continue
sur [O +oo[

1

(5.0)] < 1z = (0

8i
ox

avec @ continue par morceaux et intégrable sur |0, +oo],
donc F est de classe C! sur RT avec

, Hoeo dt
F(”“"):/O (1+ 222)(1 + 12)

b) Pour = # 1

1 1 z? 1
(14 222)(14+2) 22 —1 \ 1+ 222 1+¢2

dot ,
xr — ™ ™
F'(z) = T _
@)= 213 " 3@+

ce qui est encore valable en 1 par continuité.
Par suite -
F(x) = §ln(x+1)+0

avec C' = 0 puisque F'(0) = 0.
¢) En intégrant par parties, on obtient 7 In 2.

Exercice 31 : [énoncé]
a) Posons
In(1 + 2t cosz + t2)

t

g(x,t) =
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Puisque cosz > 0,
1+ 2tcosx + t2 > 1+ ¢

donc t + g(x,t) est définie et continue par morceaux sur |0, 1].
De plus

. In(1+ 2tcosz + t?)

lim =cosT

t—0 t

on peut donc prolonger ¢ — g(x,t) par continuité en 0. Par suite F'(x) est bien
définie.
La dérivée partlelle ¥ existe sur [0,7/2] x ]0,1] et

89( = 2sinz
ox T 14 2tcosz+t2

9g (
dx
= %(x,t) est continue sur [0, 7/2] et

t— ,t) est continue par morceaux sur |0, 1],

dg
I <9 =
mmﬂ\QwM

avec ¢ est intégrable. Par domination F est de classe C'.
b) Pour x =0, F’(0) = 0.

Pour x # 0,

, ! 2sinx ! 2sinx

F(x):—/ —dt:—/ ——dt = — |2arctan
o 1+ 2tcosx + 2 o (t+cosz)?+sin’x

Or

cos T
t = t t 2 —
arctan . arctan(tan(mw/ x))

avec /2 —x € |—7/2,7/2[ donc
08T

c
arctan —— =w/2 — x
sin z

et
1 2
arctan m = arctan cos (x/ )

sin x sin(x/2) =n/2-x/2

Finalement

(@) = 2(n/2 — 2) — (n/2 — 2/2)) = ~

2In(1 +t) 1EX ¢
FO)= [ == "Zqt=2 " dt
(0) /0 t /Zn—l—l

c)

or la série de fonctions - =
série numérique satisfait au crltere spécial ce qui permet d’écrire

R tn+1 1
t)| < <
BN ()] n+t2 S n+2
d’ou ||Rnll,, — 0
Par suite N
Xy
F0)=2 = —
(0) n;o (n+1)2 6
puis ) )
T x
Fo)=" -2
@) =%F"3
Exercice 32 : [énoncé]
a) Posons
1
9n(®1) = Ty

t — gn(x,t) est définie continue par morceaux sur R et g, (z,t) ~ ol

lintégrale définissant I,,(x) existe.

9n 1) < 20— u(t)
oz Y| S (a2 z)ntt T e

avec p, p intégrable sur RT. Par domination sur tout segment, I,, est de classe C!

sur [a, b] puis sur R™ et
Il (x) = —2nxl, 41 (x)

d) I,(z) = w;;i’”;l avec Ay = 5 et A\py1 = 2’;:1 An d’on

(2n)!

An = 92n+1 (1)2 m

converge uniformément sur [0, 1] puisque la

t2" donc

b)
t4cosz]’ oo at 1 17> =«
e Il(.’L’) = ﬁ —= | —arctan — = —
S 0 0 441 z z |, 2z
c) 9o (g,t) = Wﬁ% existe sur ]0, +oo[ x [0, +00].
t— %"; (z,t) est continue par morceaux sur [0, +oo[, x > gg (x,t) est continue sur
10, +00[ et pour tout 0 < a < b,
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Exercice 33 : [énoncé]

fiat) = <2 ot U (1) =
t— f(xz,t) est 1ntegrable sur ]0, +oo[ car prolongeable par continuité en 0 et
négligeable devant 1/t en +oo.

Pour a > 0,

of

Va € [a,+o0] ‘(%

<x,t>] <ot = pu(t)

avec (@, intégrable sur RT*.
Par domination = + F(x,y) est de classe C* et

+oo
S = [ o=
0

Ox T

Donc F(z,y) = —Inx + C* et puisque pour z = y, on a F(x,y) = 0 on obtient

F(z,y)=lny —Inzx

Exercice 34 : [énoncé]
Posons g(z,t) = e~ cos(at). t — g(x,t), t — 22
morceaux sur RY et x — g—g(x, t) est contlnue sur R.

t — g(z,t) est intégrable sur [0, +oo[ car négligeable devant 1/t? en +oo.
Pour z € [0, 40|, ‘

(gc t) sont continues par

9 (x, t)‘ <te t avec t — te~t intégrable sur [0, +o0], la

[F° —te=t sin(at)dt.

fonction ¢ est de classe C* et ¢'(z) = [,

Par intégration par parties,
/ 1,42 O oo 1
o (x) = [fe sm(mt)}o —5Jo —5z0(x).

© est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et p(0) =

ze ! cos(xt)dt =

\/7/2 on

conclut p(z) = ‘ge*%ﬁ.

Exercice 35 : [énoncé]
2,2

Posons g(z,t) = %

2+ g(x,t) est continue sur R,

t — g(x,t) est continue par morceaux sur [0, 400/,
2,2 2,2

lg(z, )] < % sur [—a, a] avec t — % intégrable.

Par domination sur tout segment, on peut donc affirmer que f est définie et

continue sur R.

11 est évident que f est paire. Nous poursuivons son étude sur R+.

2
% (2,y) = st

xa2e)ase) ost bien définie.

=t sont définies et continues sur RT™ x R1*.

x gm (z,t) est continue sur RY,

t— a (x t) est continue par morceaux sur [0, +o0[.
20t2
Enfin (1+a2t2)(1+12)
Par dommatlon sur tout segment de R**, on peut affirmer que f est de classe C!
+oo 2zt>
sur R*™* et f'(z) = [ W dt
En réalisant la décomposition en éléments simples (pour = # 1),
()= 47 et cette relation est aussi valable pour z = 1 par continuité.
Sachant que f(0) =0 et que f est paire, on obtient f(z) = wln(1 + |z|).

intégrable.

(CC t)‘ Mrﬁ%?w sur [a,b] C RT™* avec t —

Exercice 36 : [énoncé]

a) f(x,t) = In(1 + xsin?t) est définie et continue sur [0,7/2] x [0, +oo|.
Par intégration sur un segment F' est définie et continue sur [0, +00].
b) 2L (g, ¢) = —sin’t % 10, +ool.

ox 1+zsin2t
Par intégration sur un segment F est de classe C! sur ]0, +oo et

FI([L') — /2 sinz.t dt.

0 1+xsin? t
Par le changement de variable v = tant, F'(z) =

est définie et continue sur [0, 7 /2]

+oo u?
0 ([I+u)(+(+)u?)
w1l ( _ #) —
2 NS

¢) On remarque que In(1 + I +z)" = 1 W donc
F(z) =nln(1 + 1+ z) + C* sur R™. Par continuité en 0 et sachant F'(0) = 0,

on parvient a conclure.

™

Apres décomposition simple et calcul, F'(x) = 5%.

Exercice 37 : [énoncé]
a) La fonction ¢ : x — est intégrable sur ]0, +oo| car p(x) = O(1/2?)
quand x — 400 et p(z) — 1/2 et g(z,t) = e t* 125952 st dominée par .

1— COb.L

Sachant, t — g(m t) contlnue on conclut que F' est contmue De plus

f_l}mooF fo hm g(z,t)dz = 0.
b) Pour a > 0, sur [a,+oo[ pour k=1,2: ‘mk (z, t)‘ xFe%p(x) = Yy (x) donc
F est fois dérivable et F”(t) = O+O° e (1 —cosz)dr = § — =iy

c) On a F'(t)
F(t)=tlnt—tlnV#> + 1 —arctant + % car F(t) P 0.

Par continuité, F'(0) = 7/2.

fOA 17;#(11‘ _ fOA 2sin? 2:6/2) da {—ZSmQ(me + foA Si%dm donc quand

xT xT

A — 400, on obtient :
+00 1—coszx _ [to0 sing 5N
Jo TSt dr = 22 dz d’ott

=Int— $In(t?> + 1) car F'(t) — 0 et
=00

. Document2

+00 sinx
0 T dx
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Exercice 38 : [énoncé]
a) f est définie pour x > 0.
b) Par domination sur tout segment, on obtient aisément f de classe C! et

+oo
f(z)= / —tlnte "t dt
0

Par intégration par parties,

af'(x) = [t lnte_g”t]g_o<> — f(z) — /+OO e "t dt
0
Ainsi .
e () + £(@) + =0

¢) On obtient la valeur de f(1) par

int(In(t)*exp(-t),t=0..infinity) ;

On résout 1’équation différentielle

dsolve ({x*D(f) (x)+f (x)+1/x,f (1)=-gammal},f (x));

On en déduit f(z) = —21Hnz,

xr
d) On peut commencer en exprimant f via le changement de variable u = xt.

On a
+oo +oo
xf(x)z/ lnue_“du—/ Inze “du
0 0

qui conduit au méme résultat que ci-dessus sachant

—+oo
/ Inue " du=—y
0

Exercice 39 : [énoncé]

a) Pour x > 0, {280 Let" P 0 donne I'intégrabilité de ¢ — SLe=tr,
— 400

Pour z = 0, il est connu que l'intégrale f0+°° SI% dt est convergente bien que
t— 3L ne soit pas intégrable.
b) Pour z € [a, +oo[ C |0, +o0],

d int
iz ()| e et

avec @ intégrable. On peut donc appliquer le théoréeme de dérivation sous le signe
intégrale et conclure que f est C* sur ]0, +oo].
¢) Pour z > 0,

/ _ oo . —tx _ oo (—z+i)t _ 1
fi(z) = —sin(t)e”"dt =Im | — e dt ) = —
0 0

2 +1

donc f(z) = C — arctan x.
Or

donc

d) En découpant l'intégrale, on a

+o0o (n+1)7 _:
=3 | ) g,

t

n=0"Y """

Posons

(n+D)7 i (¢
un(t) = / #e*“dt

s
Par application du critere spécial des séries alternées, on établir que la série de
fonctions continues Y u,, converge uniformément sur [0, 1], on en déduit que sa
somme, & savoir la fonction f, est continue en 0. On peut conclure que

+oo s
t
/ sin df — ™

(intégrale de Dirichlet).

Exercice 40 : [énoncé]
. (iz—1)t . sos
La fonction ¢ : ¢t +— © 77— est continue par morceaux sur 10, +o0], vérifie

o~ 1 2 s . )
o(t) v et t*p(t) P 0 donc ¢ est intégrable. Ceci assure V’existence de

F(z) = 0+OO e(ii/}m dt puis de f(z) et g(x) qui en sont les parties réelles et
imaginaires. Les théorémes d’usage assurent que F est C! et une intégration par
1

parties donne F'(x) = fmF(az) La résolution de cette équation différentielle

i(arctan )/
avec f(;roo e dt = @ donne F(z) = % d’ou f(z) et g(x).
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Exercice 41 : [énoncé]

f est définie pour x > —1.

Par les théoremes d’usage, on montre que f est C! en observant une domination
sur tout [a, +oo[ avec a > —1. On obtient f'(x fo (t—1*dt = +2 z%rl
puis f(x) —1n£—ﬁ +C.

Quand n — 400, le théoréme de convergence dominée donne f(n) — 0 donc

C = 0. Finalement f(z)=1n “”*2 dont I’étude est désormais facile.

Exercice 42 : [énoncé]
In(z24t%)
1+22
In(z2+t2)
1+t2

t est continue par morceaux sur [0, +o0],

x> est continue sur R et pour z € [—a, a]

|lna —|—t2 |+’1n t2 ‘
1+ 2

In(z? + %)
1+¢2

= p(t)

\

avec ¢ intégrable. Par suite f est définie et continue sur R.
Il est immédiat que f est paire. Poursuivons, en étudiant f sur R*T*

d (1n(a:2+t2)> - 2z

de \ 1412 22 +2)(1 + 2)
t— (12“22% est continue par morceaux sur [0, +oo[,
Tt W% est continue sur R et pour x € [a,b] C RT*,

2x
(22 + 1) (1 + )

2b
(a® +#2)(1 + %)

=1(t)

<

avec 1) intégrable. Par suite f est de classe C! sur R1*.
Pour x # 1,

2z 2 1 1
R+ 1+82) 22—1\11 2218

Y 2x o
f(‘”)_/o @ s e) T i

et cette relation vaut aussi pour x = 1 par continuité.
En procédant au changement de variable u = 1/t, on obtient f(0) = 0 et donc on
peut conclure

donc

f(x)=nmln(z+1)

pour x € R™ en exploitant un argument de continuité.

Exercice 43 [énoncé]

Posons f(x fOQ N 71’1(1;220“) dt.

Pour |z| > 1 I'intégrale ne peut pas étre définie.

Pour |z] < 1

En ¢t =m/2 et t = 3w/2, il est possible de prolonger par continuité la fonction
intégrée.

Pour x = —1:

Quand ¢ — 0T, In(1 — cost) ~ 2Int
Quand t — 27—, t = 2w — h, In(1 — cost)
Pour z =1, quand ¢t — 7,t = 7+ h, In(1 + cost)
Finalement f est définie sur [—1 1]

=1In(1 —cosh) ~2Inh
= 1In(1 — cosh) ~ 21lnh.
Pour des raisons de symétrie, f(z) =2 [ ln(ljoiios': dt

Par domination sur [—a, a] avec a < 1, fest Clsur]—1,1[et f'(z) =2 [ H_Most.

Par le changement de variable u = tan %, fl(x) = 4f0 (1+u2)+w(1_u2) = \/17152.

Puisque f(0) =0, on en déduit f(z) = 2marcsinz.

Exercice 44 : [énoncé]

a) Posons

In(1 + xt)
)= — "~
f(x7 ) 1+t2

La fonction f est définie et continue sur ]—1, +o0[ x [0, 1].
Pour ¢ € [0,1], la fonction = — f(z,t) est dérivable et

of t
o)== —
Ox (1+ xt)(1+¢?)

La fonction % est continue sur |—1, 4o0[ x [0,1].

Par intégration sur un segment, on peut affirmer que la fonction

1
F:xr—>/ flz,t)dt
0

est définie, de classe C! sur |1, +oo] et

! o ! t
F@”)—/O v

Par décomposition en éléments simples (en la variable t)

t —T r+t

Q+at)(1+8) @+0I+at) @2+ 1)1+2)
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donc
Inl+z) =« =« In2 1

241 4 2 1422

Fl(z) =
(z) 422+1
Puisque F(0) = 0, on peut écrire

z TIn(l+¢ In 2
F(z) :/ F’(t) dt:_/ %dt—i—%ln(ﬁ—&—l)—i—%arctanw
0 0

b) Pour z = 1, la relation précédente donne

/1 In(1+1¢) . _7in2
0o 1+1t2 8

Exercice 45 : [énoncé]
a) Posons f : R x ]0,4+o00[ — R définie par

f(z,t) = exp (— (t2 + i))

La fonction f est continue sur R x |0, +oo] et

[z, 6) < e = (t)

avec ¢ intégrable sur |0, +ool.
On peut donc affirmer que F est définie et continue sur R.
b) x — f(x,t) est dérivable et

of 2 2
%(z,t) = ft—;c exp ( (t2 + ;))

La fonction % est continue sur R x ]0, +o0o[ et pour = € [a,b] C |0, +o0|
of 2b a? 9
ax(x,t)‘ < 7 exXP <_152) exp (—t%) = pa(t)

La fonction ¢ 5 est intégrable sur |0, +oo[ (notamment car de limite nulle en 01)
donc on peut affirmer que F est de classe C! sur |0, +oo] et

F’(x)——Zx/JrOOlex (— <t2—|—a;2>> dt
B 12 P 2
0

¢) Procédons au changement de variable u = z/t (bijection de classe C')

F'(z) = -2 /Om exp <— <Zz + u2>> du = —2F ()

d) On en déduit qu'il existe A € R vérifiant
Yo > 0,F(z) = de ™"
Puisque F' est paire et continue en 0, on obtient

Vo € R, F(z) = F(0)e 27l

Exercice 46 : [énoncé]
Sachant I'(z 4+ 1) = 2T'(x) et I'(1/2) = /7 on a

F(”-F%):(n—%)l"(n—%):,.,:(n_%) (n—%)%%l—‘(l/% donc
F(n—&—%) _ (2'(7.—1)(2’;;_32)(...)(3)(1\/7?: 2(5?7)1" .

Exercice 47 : [énoncé]
I'(z+1) =al'(z) donc I'"(x + 1) = 2I(z) + I'(z) puis I'(2) = 1 — ~.

Exercice 48 : [énoncé]

Pour tout ¢ > 0, la fonction x — t*~1 = e(*=1In? egt convexe donc pour tout

a,b €10, 4o00[ et tout A € [0,1], tratA=0=1 < \ga=1 4 (1 — \)tb=1 puis
prat=Mb=le=t < A\ta=le=t 4 (1 — A)t*~e~t. En intégrant sur ]0, 400, on obtient
T'(Aa+ (1 = A)b) < AT'(a) + (1 — A)T(b).

Exercice 49 : [énoncé]
Pour z > 0, la fonction ¢ ~ (Int)*#*~le~! est intégrable sur |0, +-oc].
k
En effet t2 x (Int)Ft*~le™* P 0 et (Int)Ftr—le~? v (1?73 avec 1 —x < 1.
—+00
Posons f(x,t) = t*"te~t.
k k
Pour tout k € N, % existe et %(x,t) = (Int)kt*—le .
e
Pour tout z > 0: ¢t — %(w, t) est continue par morceaux.

Pour tout ¢t > 0: ¢ — %(z,t) est continue.
Pour tout [a,b] C ]0, +o0] et tout (z,t) € [a,b] x |0, +o0] :
8k—f(a:,t)’ < (Int)k (o=t 42" He ! = pi(t) avec ¢y, intégrable sur |0, +oo].

dxzk

Par domination, I' est de classe C* sur ]0, +00]
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Exercice 50 : [énoncé]
a) Pour z > 0, la fonction ¢ +— (Int)*#*~le~* est intégrable sur |0, +oo|.

En effet t2 x (Int)kt*—1le™! P 0et (Int)ktr—le=t ~ > (i—) avec 1 —z < 1.

Ainsi la fonction I' est deﬁme sur ]0 +ool.

Posons f(z,t) = t*"le~t.

Pour [a,b] C ]0,+oo[, on a t*~1 < %=1 ou t*~1 < t*~! selon que t <
Dans les deux cas 7~ < 1471 +#*=1 et donc |f(z,t)| < f(a,t) + f(b,t) =
avec ¢ intégrable.

Par domination : I" est continue sur |0, 40|

b) Pour k =1 ou 2.

A 8L (2,t) = (Int)kem—te .

Pour tout x >0 : ¢t aT{(x, t) est continue par morceaux.

lout>1.

¢(t)

existe et

Pour tout ¢t >0 : ¢t — %(m, t) est continue.

Pour tout [a,b] C |0, 400 et tout (z,¢) € [a,b] x |0, +00] :
gwf (z, t)‘ < (Int)F (o=t + P~ De ™t = pi(t) avec ¢y, intégrable sur |0, +oo|.

Par domination I est de classe C? sur 0, +o0.

c) La dérivée seconde de InT'(z) est du signe de I'(z)T'(x) — I’ (z)?.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

( o \/tr—le—t\/(lnt)%m—le—t) dt < ( ohee tf—le—tdt) (f0+°° (lnt)2t“”_1e_tdt>.
Ainsi TV(z)? < T'(2)I"(x) et donc (InT'(z))” > 0.

Finalement z — InT'(z) est convexe.

Exercice 51 : [énoncé]
a) Puisque In(1 + u) < u, on a

<(1-3) wenli-v =) <en(en)

b) Pour tout ¢t € R*, In(t)e™* est limite simple de la suite de fonction (u,,) définie
par u,(t) = (1 - %)nil sit €]0,n| et u,(t) = 0 sinon.
Puisque |In(t)u,(t)| < e.In(t)e™?, par convergence dominée :

n n n—1 400
In(t) (1 - ) dt = / In(t)e" dt
0 n 0

¢) Par le changement de variable u = nt

/On (1 - 2)n_1 In(t) dt =

—t t/n

=e e -t

<ee

lim
n—-+o0o

/01 n(1—u)"" " In(nu) du

avec . .
/ n(1—u)" " n(nu)du = Inn + / nln(u)(1—u)" " du
0 0
et

(I—uw)™ -1

/ nln(u)(1l — u)"_1 du = [In(u)(1 - (1 - u)n)]i +/ du

On notera que la fonction u + n(1 — u)"~! est primitivée en (1 — (1 — u)") qui

s’annule en 0 de sorte que 'intégration par parties donne & la limite quand ¢ — 0T

(I—u)™ -1

/Olnln(u)(l—u)"_ldu:/ol J

d) Par le changement de variable u =1 — v

du

1 1 1n
1—uw)™ -1 n—1
/udu:f/ v dv:—/ kadv
0 u o v—1 0
k=0
puis
1 n
1—uw)" -1
/ ( u> w==-3 2= —lnn-7y+o(l)
0 k=1
Finalement

Exercice 52 : [énonce]
a) g(z,t) = ’ttz 1, gzg (x,t) = (Int)*e~+*~1 pour tout k € N.
Pour ¢ € [a,b], (:v t)’ < |lntF et (M o[+ 7 pool) = @n(2).

t2op(t) —— 0 et pour 0 < a < a, t1=%py,(t) — 0 donc ¢y, est intégrable.
t——+o0 t—0

Par théoréme, I' est C*>.
b) Par ipp, I'(t + 1) = tI'(¢). Sachant I'(1) = 1, on obtient par récurrence

I'(n+1) =nl
c) Par le changement de variable proposé I'(n + 1) = 23 —n f
00, =/, fuly) = eV (1+ ﬁ) sur |—/7, +oo[.

y)dy avec :
fn(y) =0 sur |
Sur |—+/n, 0], une étude fonctionnelle montre n ln (1 + %) —yyv/n < fy; qui

donne 0 < f,,(y) < e V2,
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Sur [0, +oo[, une étude fonctionnelle montre n Iln (1 + ﬁ) —yv/n < —y+In(l1+y)
pour ¢ > 1. Cela donne 0 < f,(y) < (1 +y)e V.
e v’/2 siy <0
(I1+y)e ¥ sinon
Quand n — 400, en réalisant un DL du contenu de 1’exponentiel :
faly) = S (N )

Par convergence dominée : fj;o fo(y)dy — fjoooo eV’ /2dy = 21 d'out
F'n+1)=n!l~ \/27m2—:. Etudes.doc

d) La fonction ¢ : y — { est intégrable sur R.

Exercice 53 : [énoncé]

a)a=a+ifaveca>0et f€R.

a+n=la+n|el avec la+n|=+/(a+n)?2+p2=n+a+0(+) et
0,, :arctanaf—n = % +O(%).

n
Uy, :aexp(z In|a + k| +i0k> =
k=1

aexp (Z Ink+ Z n(1+240(&))+iX i—l—O(klz))
k=1 k=1 k=1
Ainsi u, = anlexp (alnn +iflnn+ x + o(1)) et donc u, ~ A(a)n!n® avec
n® =exp(alnn) et A(a) € C*.
b) Notons H = {z € C,Rez > 0}. Pour z € H, on a I'(z) = 0+°° t*~le=tdt.
Par convergence dominée, on montre que I'(z) = lir_{l fon =1 (1 — %)n dt.
n—-+0oo

Par changement de variable, [;"t*~! (1 — %)n dt = n? fol uw?*~1(1 — u)™ du puis par
intégrations par parties successives [;' "~ (1 — Ot = m
On en déduit que pour z = a, I'(z) = -

3
mais aussi que a(a+1)...(a+n) ~ ?z:)'

(
On en déduit en particulier que I'(z) # 0



